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3.2 ΒΑΣΙΚΕΣ ΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΔΙΑΚΡΙΤΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 
 

3.2.1 Διωνυμική κατανομή  

Ένα τυχαίο πείραμα στο οποίο υπάρχουν δύο μόνο δυνατά αποτελέσματα 

λέγεται δοκιμή Bernoulli. Το ένα από τα δύο αποτελέσματα της δοκιμής 

Bernoulli λέγεται επιτυχία και το άλλο αποτυχία. Για κάθε δοκιμή Bernoulli 

ορίζουμε μια τυχαία μεταβλητή Χ ως εξής: Αν το αποτέλεσμα s του πειράματος 

είναι επιτυχία τότε Χ(s)=1, αλλιώς Χ(s)=0. Η κατανομή πιθανοτήτων της Χ είναι: 

,      1
( )

1 ,  0

p x
P x

p x





=
= 

− =
      όπου p είναι η πιθανότητα επιτυχίας. 

Έστω μια δοκιμή Bernoulli  με πιθανότητα επιτυχίας p, επαναλαμβάνεται n 

φορές, έτσι ώστε το αποτέλεσμα κάθε δοκιμής να είναι ανεξάρτητο από κάθε 

άλλη δοκιμή. Ορίζουμε την τυχαία μεταβλητή Χ που εκφράζει τον αριθμό των 

επιτυχιών σε n ανεξάρτητες επαναλήψεις του πειράματος (άρα Χ = 0, 1, 2,.., n). Η 

κατανομή πιθανοτήτων ή συνάρτηση πιθανότητας της X είναι 

  

όπου 
!

!( )!

n n

x x n x

 
= 

− 
 

 

Η διωνυμική κατανομή προσδιορίζεται πλήρως από τις παραμέτρους n και p. 

Γράφουμε Χ ~ Β(n, p) και διαβάζουμε «η Χ ακολουθεί τη διωνυμική κατανομή με 

παραμέτρους n και p». 

• Η μέση τιμή της διωνυμικής κατανομής είναι E(X) = n p. 

• Η διασπορά της διωνυμικής κατανομής είναι Var(X) = n p (1-p). 

 

Π.χ. Το 25% των μαθητών ενός σχολείου δήλωσαν ότι δεν θα πάνε στην σχολική 

εκδρομή. Επιλέγουμε τυχαία 15 μαθητές. Να βρεθεί: 

α) η πιθανότητα οι 3 από τους 15 μαθητές να μην πάνε στην εκδρομή. 

β) η πιθανότητα τουλάχιστον 2 από τους 15 μαθητές να μην πάνε στην εκδρομή. 

γ) η μέση τιμή και η διακύμανση των μαθητών. 

Λύση 

Έστω η μεταβλητή Χ = αριθμός μαθητών που δεν θα πάνε εκδρομή, η οποία 

ακολουθεί τη διωνυμική κατανομή με n = 15 και p = 0,25. 

α) Ρ(Χ=3)  = 3 15 3
15

0.25 (1 0,25)
3

− 
− 

 

=0,2246 

β) Ρ(Χ  2)  = 1- Ρ(Χ<2) = 1 – [Ρ(Χ=0) +Ρ(Χ=1)] =  

                                        = 1 - [ 0 15 0
15

0.25 (1 0,25)
0

− 
− 

 

 + 1 15 1
15

0.25 (1 0,25)
1

− 
− 

 

] = 

                                        = 1 – 0,2138 = 0,7862 

γ) Ε(Χ) = n p = 15  0,25 = 3,75   και  Var(x) = n p (1-p) = 15  0,25 (1-0,25) = 2,8125 

( ) (1 )x n x
n

P X x p p
x

− 
= = − 

 
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3.2.2 Κατανομή Poisson 

Η κατανομή Poisson είναι η κατανομή των σπάνιων γεγονότων και μας 

ενδιαφέρει όταν ψάχνουμε τον αριθμό και την πιθανότητα των «συμβάντων» 

στην μονάδα μέτρησης (π.χ. τυπογραφικά λάθη ανά σελίδα, τηλεφωνικές 

κλίσεις ανά ώρα κ.τ.λ.). Η τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί κατανομή Poisson 

και εκφράζει το πλήθος των «συμβάντων» ανά μονάδα μέτρησης έχει 

συνάρτηση πιθανότητας 

 

 

 

όπου x = 0,1,2…. και λ >0 (παράμετρος). 

 

• Η μέση τιμή της κατανομής Poisson είναι E(X) = λ. 

• Η διασπορά της κατανομής Poisson είναι Var(X) = λ. 

 

Π.χ. Για μια μεταφορική εταιρεία γνωρίζουμε ότι περίπου 12 φορτηγά ανά 5 

ημέρες χρειάζονται επισκευή. Αν η εταιρεία έχει 2 εφεδρικά φορτηγά, να βρεθεί 

η πιθανότητα μια οποιαδήποτε ημέρα  

α) να μην χρειαστεί η εταιρία κανένα εφεδρικό φορτηγό 

β) ο αριθμός των εφεδρικών φορτηγών να μην είναι επαρκής. 

γ) Να βρεθεί η μέση τιμή και η τυπική απόκλιση του αριθμού των φορτηγών που 

παθαίνουν βλάβη κάθε μέρα. 

 

Έστω η μεταβλητή Χ = αριθμός των φορτηγών που παθαίνουν βλάβη κάθε μέρα. 

Η Χ ακολουθεί κατανομή Poisson με λ = 12/5 =2,4 (12 βλάβες ανά 5 ημέρες). 

α) Ρ(Χ = 0) = 
0

2,4 2,4

0!
e−  = 0,0907 

β) Ρ(Χ > 2) = 1 – Ρ(Χ  2 ) = 1 – [Ρ(Χ=0)+Ρ(Χ=1) +Ρ(Χ=2)]= 

                                            = 1 – [
0

2,4 2,4

0!
e− +

1
2,4 2,4

1!
e− +

2
2,4 2,4

2!
e− ] = 

       = 1 – (0,0907+0,21777+0,2613) = 0,4303 

γ) Μέση τιμή Ε(Χ) = λ = 2,4 

Διασπορά Var(X) = λ = 2,4     Τυπική απόκλιση σ = ( ) 2,4Var X = = 1,55 

 

 

 

 

 

 

 

( )
!

x

P X x e
x

 −= =  
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3.3 ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΣΥΝΕΧΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

Mια τυχαία μεταβλητή ονομάζεται συνεχής, αν το πεδίο τιμών της RΧ είναι ένα 

διάστημα ή μια συλλογή διαστημάτων του R. Αν η Χ είναι μια συνεχής τυχαία 

μεταβλητή, η πιθανότητα να πάρει η Χ μια ορισμένη τιμή είναι γενικά μηδέν. 

Συνεπώς δεν μπορούμε να ορίσουμε μια συνάρτηση πιθανότητας με τον ίδιο 

τρόπο, όπως μια διακριτή μεταβλητή. Για να ορίσουμε την κατανομή 

πιθανότητας για μια συνεχή τυχαία μεταβλητή, παρατηρούμε ότι η πιθανότητα 

να βρίσκεται η Χ μεταξύ δύο διαφορετικών τιμών έχει νόημα. 

 

Παρατηρήσεις 

• Το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας 

f(x) ισούται με 1. 

• P(x1  X  x2) είναι το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη της συνάρτησης f(x) 

μεταξύ των σημείων x1 και x2. 

Επίσης ισχύουν τα εξής:  

(1) Αν x1  και  x2  δυο τιμές της Χ με  x1 < x2  τότε F(x1)  F(x2). 

(2) P(x1  X  x2) = P(X  x2) - P(X  x1) = F(x2) - F(x1) 

 

α               x1       x2                                              β          x 

f(x) 
P(x1  X  x2) 

Αθροιστική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ή συνάρτηση 

κατανομής της συνεχούς τυχαίας μεταβλητής Χ ονομάζεται η συνάρτηση 

F(x) για την οποία ισχύει: F(x) = P(X  x) = ( )
x

f t dt
−  

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ή συνάρτηση πυκνότητας της 

συνεχούς τυχαίας μεταβλητής Χ ονομάζεται η συνάρτηση f(x) για την οποία 

ισχύουν οι σχέσεις 

(1) f(x)  0 για κάθε xRx 

(2) ( ) 1
xR

f x dx =  

(3) P(x1  X  x2) = 
2

1

( )
x

x
f x dx  
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3.4 ΒΑΣΙΚΕΣ ΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΣΥΝΕΧΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

 

ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ  

Αν μια συνεχής τυχαία μεταβλητή έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την  

 

                     όπου Ε(Χ) = μ και Var(X) = σ2. 

 

 

• Η κανονική κατανομή προσδιορίζεται πλήρως από τις παραμέτρους μ και σ2. 

Γράφουμε Χ ~ Ν(μ, σ2) και διαβάζουμε «η Χ ακολουθεί τη κανονική κατανομή 

με παραμέτρους μ και σ2». 

 

• Η κατανομή της Ζ ονομάζεται τυποποιημένη ή τυπική κανονική κατανομή, με 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

 

                      όπου μ= 0 και σ2 =1 

 

• Η συνάρτηση αθροιστικής κατανομής της τυπικής κανονικής κατανομής 

Ν(0,1) συμβολίζεται με Φ(x) = Ρ(Z  z) και έχει τις εξής ιδιότητες: 

 

 

 

• Αν FX(x) η συνάρτηση αθροιστικής κατανομής της Χ~(μ, σ2) και FZ(z)=Φ(z) 

η συνάρτηση αθροιστικής κατανομής της Ζ~(0, 1) τότε  

 
 

 

 

 

 

 

 

• Οι πιθανότητες Φ(z) = Ρ(Z  z) είναι γνωστές και δίνονται σε πίνακα.  

 

2
1

21
( )

2

x

f x e





 

− 
−  

 =  

21

2
1

( )
2

x

f x e
 

−

=  

Αν η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την κανονική κατανομή Ν(μ, σ2), τότε η 

μεταβλητή 
X

Z




−
=  ακολουθεί την τυπική κανονική κατανομή Ν(0,1). 

Φ(-α) = 1 – Φ(α) 

Ρ(α   Z  β) = Φ(β) – Φ(α) 

( )X Z

x x
F x F

 

 

− −   
= =    

   
 

( )
b

P a X b
  

 

− −   
  =  −   

   
 

ANGELIKI PAPANA



 19 

3.5 ΚΕΝΤΡΙΚΟ ΟΡΙΑΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ 

Το θεώρημα αυτό αποδεικνύει ότι η κατανομή των μέσων τυχαίων δειγμάτων με 

μέγεθος σχετικά μεγάλο, πρακτικά μεγαλύτερο ή ίσο του τριάντα, δεν εξαρτάται 

από την κατανομή του αρχικού πληθυσμού αλλά ακολουθεί, κάτω από 

ορισμένες προϋποθέσεις, οι οποίες συνήθως πληρούνται, την κανονική 

κατανομή. Όταν το μέγεθος του δείγματος είναι μικρότερο του τριάντα, για να 

ακολουθεί η κατανομή δειγματοληψίας των μέσων την κανονική κατανομή, θα 

πρέπει και ο πληθυσμός από τον οποίο προέρχεται το δείγμα να ακολουθεί την 

κανονική κατανομή. 

 

Αν οι τυχαίες μεταβλητές Χ1, Χ2,...,Χν έχουν την ίδια κατανομή πιθανοτήτων, τότε 

ονομάζονται ισόνομες τυχαίες μεταβλητές. 

 

Κεντρικό οριακό θεώρημα 

Αν Χ1, Χ2,...,Χν είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές με μέση τιμή μ 

και πεπερασμένη διακύμανση σ2, τότε όσο αυξάνει το ν, η κατανομή της τυχαίας 

μεταβλητής 

/

X
Z

v





−
=  

προσεγγίζει την τυπική κανονική κατανομή. 

 

 

 

3.6 Ασκήσεις 

3.6.1. Έστω κάποιος αγοράζει 10 μετοχές προς 50 ευρώ τη μια. Πληροφορείται ότι 

σε έναν χρόνο: 

- οι μετοχές δεν θα αξίζουν τίποτα, με πιθανότητα 0,1 

- οι μετοχές θα αξίζουν όσο ήταν η αρχική τους τιμή με πιθανότητα 0,5 

- οι μετοχές θα αξίζουν διπλάσια από την αρχική τους τιμή με πιθανότητα 0,4. 

Αν Χ το κέρδος από την αγορά 10 μετοχών, να βρεθούν  

(α) η συνάρτηση πιθανότητας της Χ 

(β) η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας της Χ 

(γ) η μέση τιμή της Χ 

(δ) η διακύμανση και η τυπική απόκλιση της Χ 

 

3.6.2. Έστω ότι για κάθε παιδί που γεννιέται η πιθανότητα να είναι κορίτσι είναι 

0.5. Να υπολογιστεί η πιθανότητα σε μια οικογένεια με 10 παιδιά: 

(α) να είναι όλα κορίτσια 

(β) να είναι κορίτσια τουλάχιστον τα 5 

(γ) να είναι το πολύ 8 κορίτσια. 

 

3.6.3. Έστω μια παραγγελία ηλεκτρικών συσκευών περιλαμβάνει 10% 

ελαττωματικούς. Εάν επιλέξουμε τυχαία 4 συσκευές, να βρεθεί η πιθανότητα 

(α) ακριβώς μια συσκευή να είναι ελαττωματική 
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(β) τουλάχιστον μια συσκευή να είναι ελαττωματική, στο δείγμα των 4 συσκευών 

(γ) Η μέση τιμή και η διακύμανση των συσκευών που είναι ελαττωματικές. 

 

3.6.4. Σε μια ποσότητα μήλων, το 15% είναι χαλασμένα. Παίρνουμε τυχαία 5 

μήλα. Να βρεθεί η πιθανότητα: 

(α) ακριβώς ένα μήλο είναι χαλασμένο 

(β) κανένα μήλο δεν είναι χαλασμένο 

(γ) τουλάχιστον ένα μήλο είναι χαλασμένο 

(γ) Να βρεθεί η μέση τιμή και η διακύμανση του αριθμού των χαλασμένων 

μήλων. 

 

3.6.5.  Έστω η πιθανότητα να κάνει κάποιος ένα λάθος στην δακτυλογράφηση 

μιας σελίδας είναι 0.01. Ποια η πιθανότητα σε ένα κείμενο 350 σελίδων 

(α) να υπάρχει μια σελίδα με τουλάχιστον ένα σφάλμα 

(β) το πολύ 4 σελίδες με τουλάχιστον ένα σφάλμα σε κάθε μια σελίδα 

 

3.6.6. Οι πελάτες ενός καταστήματος φτάνουν στο ταμείο με ρυθμό 8 πελατών 

/ώρα. Αν ο αριθμός των αφίξεων των πελατών ακολουθεί κατανομή Poisson, 

τότε να βρεθεί για μια δεδομένη ώρα, η πιθανότητα  

(α) να φτάνουν ακριβώς 8 πελάτες 

(β) να φτάνουν το πολύ 3 πελάτες 

(γ) να φτάνουν τουλάχιστον 2 πελάτες 

 

3.6.7. Ο αριθμός Χ των πλοίων που φτάνουν σε ένα λιμάνι σε μια ημέρα 

ακολουθεί κατανομή Poisson με λ=3 πλοία. Αν στο λιμάνι δεν μπορούν να 

εξυπηρετηθούν πάνω από 5 πλοία την ημέρα, ποια η πιθανότητα σε μια ημέρα 

να υπάρξουν πλοία που δεν θα εξυπηρετηθούν; 

 

3.6.8. Αν η τυχαία μεταβλητή Ζ ακολουθεί την τυπική κανονική κατανομή, να 

υπολογισθούν οι πιθανότητες 

α) Ρ(Ζ  1,25)   

β) Ρ(Ζ  -1,25) 

γ) Ρ(0,3  Ζ  1,3) 

δ) Ρ(Ζ  2,1) 

 

3.6.9. Αν Χ~Ν(200,100) να  υπολογισθούν οι πιθανότητες  

α) Ρ(190 < Χ < 210) 

β) Ρ(180,4 < Χ  219,6) 

 

3.6.10. Αν Χ~Ν(4,9) να  υπολογισθεί η πιθανότητα Ρ(-2  Χ  5). 
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Κεφάλαιο 4 

ΕΚΤΙΜΗΤΙΚΗ 

 

4.1 Εισαγωγή 

Στατιστική συμπερασματολογία είναι η μεθοδολογία με την οποία 

συγκεντρώνονται συμπεράσματα για έναν στατιστικό πληθυσμό βάση 

αποτελεσμάτων που λαμβάνονται από ένα τυχαίο δείγμα. 

Ένας εκτιμητής σε σημείο είναι μια συνάρτηση των δεδομένων του τυχαίου 

δείγματος. Ο εκτιμητής σε σημείο είναι μια τιμή ενός στατιστικού που 

χρησιμοποιείται ως η καλύτερη προσέγγιση στην αντίστοιχη παράμετρο του 

πληθυσμού την οποία εκτιμά ο εκτιμητής.  

π.χ. ο δειγματικός μέσος x  είναι ο εκτιμητής σε σημείου του πληθυσμιακού 

μέσου μ ενός πληθυσμού. 

Ο εκτιμητής σε διάστημα ή διάστημα εμπιστοσύνης είναι ένα διάστημα για 

το οποίο μπορεί να καθοριστεί με διάφορους βαθμούς εμπιστοσύνης ότι περιέχει 

την παράμετρο του πληθυσμού που εκτιμάται. 

Συντελεστής ή βαθμός εμπιστοσύνης ονομάζεται η πιθανότητα με την οποία η 

εκτιμώμενη παράμετρος περιέχεται στο διάστημα εμπιστοσύνης. Αν ο 

συντελεστής εμπιστοσύνης είναι 1-α τότε το διάστημα εμπιστοσύνης λέγεται 

100(1-α)% διάστημα εμπιστοσύνης. 

 

4.2. ΔΙΑΣΤΗΜΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ ΓΙΑ ΤΗ ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΕΝΟΣ 

ΠΛΗΘΥΣΜΟΥ 

Α. Αν είναι γνωστή η διασπορά σ2 ενός πληθυσμού τότε το 100(1-

α)% διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή μ του είναι 

 

  

 

 

 

π.χ.  Το καθαρό βάρος Χ μιας συσκευασίας βούτυρο ακολουθεί την κανονική 

κατανομή με τυπική απόκλιση σ = 5 gr. Σε τυχαίο δείγμα 25 πακέτων 

υπολογίσαμε το μέσο καθαρό βάρος x =243 gr. Να εκτιμηθεί το διάστημα 

εμπιστοσύνης με πιθανότητα 0.99 για το μέσο καθαρό βάρος στο σύνολο των 

συσκευασιών. 

 

1 - α = 0.99    α = 0.01    1- α/2 = 0.995    →  Φ( 1 / 2az − ) = 1- α/2 

                                                Φ( 1 / 2az − ) = 0.995    →   1 / 2az −  = 2.58 

Άρα το 100(1-α)% διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή μ είναι: 

1 / 2 1 / 2( , )a ax z x z
n n

 
− −− +   

5 5
(243 2.58 ,243 2.58 )

25 25
− +    (240.42, 245.58) 

1 / 2 1 / 2( , )a ax z x z
n n

 
− −− +  
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Β. Αν δεν είναι γνωστή η διασπορά σ2 ενός πληθυσμού και το 

δείγμα είναι μεγάλο τότε το 100(1-α)% διάστημα εμπιστοσύνης για τη 

μέση τιμή μ του είναι 

 

 

 

όπου s είναι η δειγματική τυπική απόκλιση. 

 

π.χ.  Σε φορολογικό έλεγχο που έγινε σε 255 καταστήματα υπολογίστηκε το 

μέσο ποσό φοροκλοπής σε 540 ευρώ, με τυπική απόκλιση 110 ευρώ. Να εκτιμηθεί 

διάστημα εμπιστοσύνης με πιθανότητα 99% για το μέσο ποσό φοροκλοπής στο 

σύνολο των καταστημάτων. 

1 - α = 0.99    α = 0.01    1- α/2 = 0.995    →  Φ( 1 / 2az − ) = 1- α/2 

                                                Φ( 1 / 2az − ) = 0.995    →   1 / 2az −  = 2.58 

Άρα το 100(1-α)% διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή μ είναι: 

1 / 2 1 / 2a a

s s
x z x z

n n
− −−   +    

110 110
540 2.58 540 2.58

255 255
−   +      

522.228 < μ < 557.772 

 

 

 

4.3. Ασκήσεις 

 
4.3.1. Σε τυχαίο δείγμα 9 συσκευασιών γάλατος υπολογίσαμε το μέσο βάρος 

x =96 gr. Αν είναι γνωστό ότι το βάρος Χ μιας συσκευασίας γάλατος ακολουθεί 

κανονική κατανομή με τυπική απόκλιση σ = 4.5 gr,  να εκτιμηθεί το διάστημα 

εμπιστοσύνης με πιθανότητα 95% για το μέσο βάρος σε όλες τις συσκευασίες. 

 

4.3.2. Σε τυχαίο δείγμα 35 μπαταριών υπολογίσαμε τη μέση διάρκεια ζωής 217 

ώρες. Αν η τυπική απόκλιση του δείγματος είναι 47 ώρες, να εκτιμηθεί το 

διάστημα εμπιστοσύνης με πιθανότητα 95% για τη μέση διάρκεια ζωής στο 

σύνολο των μπαταριών. 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 / 2 1 / 2( , )a a

s s
x z x z

n n
− −− +  
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Κεφάλαιο 5 

ΕΛΕΓΧΟΙ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ 

 
5.1. Εισαγωγή 

Υπόθεση ονομάζεται η απόφαση που παίρνουμε για τα θέματα σχετικά με τους 

πληθυσμούς, βασιζόμενοι στις πληροφορίες που παίρνουμε από τα δείγματα 

των πληθυσμών. Έλεγχος υποθέσεων ή έλεγχος σημαντικότητας ή κανόνες 

αποφάσεων ή στατιστικός έλεγχος ονομάζεται η διαδικασία που 

χρησιμοποιείται ώστε να αποφασίσουμε αν θα δεχτούμε ή θα απορρίψουμε τις 

υποθέσεις που έχουμε κάνει. Μηδενική υπόθεση Η0 ορίζεται ως η υπόθεση που 

κάνουμε αρχικά με σκοπό να την απορρίψουμε. Εναλλακτική υπόθεση Η1 

ορίζεται ως η ασυμβίβαστη υπόθεση σε σχέση με την μηδενική υπόθεση. Η 

απόφαση αν θα γίνει δεκτή ή αν θα απορριφθεί η μηδενική υπόθεση Η0 

στηρίζεται σε ένα στατιστικό που ονομάζεται στατιστικό του τεστ, το οποίο 

υπολογίζεται από τα δεδομένα του δείγματος. Απορριπτική περιοχή R της Η0 

ονομάζεται η περιοχή στα σημεία της οποίας η Η0  απορρίπτεται. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μονόπλευρος έλεγχος ορίζεται ως ο έλεγχος που κάνουμε όταν θέλουμε να 

δούμε αν η υπόθεση ότι η διαδικασία που επιλέξαμε είναι καλύτερη από μία 

άλλη είναι ευσταθής. Δηλαδή αν Η0 : θ = θ0 , τότε Η1 : θ > θ0  ή  Η1 : θ < θ0 . 

Δίπλευρος έλεγχος ορίζεται ως ο έλεγχος που γίνεται στις τιμές των άκρων της 

κατανομής που μελετάμε. Δηλαδή αν Η0 : θ = θ0 , τότε Η1 : θ  θ0 . 

Σφάλμα τύπου Ι ονομάζεται η απόρριψη της υπόθεση Η0 ενώ είναι σωστή. Η 

πιθανότητα αυτού του σφάλματος συμβολίζεται με α και ονομάζεται επίπεδο 

σημαντικότητας ή σημαντικότητα ενός ελέγχου. Σφάλμα τύπου ΙΙ 

ονομάζεται η αποδοχή της υπόθεση Η0 ενώ είναι λάθος. Η πιθανότητα αυτού του 

σφάλματος συμβολίζεται με β. 

 

Ο πληθυσμός βάση κάποιου κριτηρίου χωρίζεται σε δυο περιοχές: στην περιοχή 

αποδοχής της Η0 και στην περιοχή απόρριψης της που είναι η μικρότερη. 

Κατόπιν γίνεται ο έλεγχος βάση του κριτηρίου που ορίστηκε και αποφασίζεται 

που ανήκει το δείγμα. Εάν ανήκει στην περιοχή αποδοχής, τότε η Η0 γίνεται 

δεκτή. Θεωρούμε ότι ο εκτιμητής της παραμέτρου που εξετάζουμε στον έλεγχο 

ακολουθεί κανονική κατανομή. 

Τα στοιχειά ενός στατιστικού ελέγχου είναι τα εξής: 

- Ορίζεται η μηδενική υπόθεση Η0 

- Ορίζεται η εναλλακτική υπόθεση Η1 

- Ορίζεται το στατιστικό του ελέγχου από τα δεδομένα του δείγματος 

- Ορίζεται η απορριπτική περιοχή R της υπόθεσης Η0 

- Εξάγονται τα συμπεράσματα 
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5.2. ΕΛΕΓΧΟΣ ΥΠΟΘΕΣΗΣ ΓΙΑ ΤΗ ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΠΛΗΘΥΣΜΟΥ 

 

5.2.1. Έλεγχος υπόθεσης για τη μέση τιμή μ ενός πληθυσμού αν 

σ2 γνωστό  

Αν x  είναι η δειγματική μέση τιμή και σ η τυπική απόκλιση και μ0 η επιθυμητή 

μέση τιμή, τότε υπολογίζουμε το στατιστικό: 

0

/

x
z

n






−
=  

 

5.2.2. Έλεγχος υπόθεσης για τη μέση τιμή μ ενός πληθυσμού αν 

σ2 άγνωστο και n  30 

Ομοίως με πριν αλλά το σ αντικαθίσταται με το s (δειγματική τυπική απόκλιση). 

 

5.2.3. Έλεγχος υπόθεσης για τη μέση τιμή μ ενός πληθυσμού αν 

σ2 άγνωστο και n < 30 

Στην περίπτωση αυτή η μεταβλητή 
/

x
t

s n

−
=  ακολουθεί την κατανομή Student 

με ν = n-1. Αν μ0 είναι η επιθυμητή μέση τιμή, τότε τα  κριτήρια απόφασης είναι: 

 

 

Μονόπλευρο τεστ   

Η0: μ = μ0, Η1: μ >μ0        Απορριπτική περιοχή R = {zπ > z1-α}    ή  

Η0: μ = μ0, Η1: μ <μ0     Απορριπτική περιοχή R = {zπ <-z1-α} 

Δίπλευρο τεστ   

Η0: μ = μ0, Η1: μμ0   Απορριπτική περιοχή R = {|zπ|>z1-α/2} 

 

Μονόπλευρο τεστ   

Η0: μ = μ0, Η1: μ >μ0             Απορριπτική περιοχή R = {tπ > tv,α}    ή 

Η0: μ = μ0, Η1: μ <μ0            Απορριπτική περιοχή R = {tπ <-tv,α} 

Δίπλευρο τεστ  

Η0: μ = μ0, Η1: μ μ0           Απορριπτική περιοχή R = {|tπ|>tv,α/2} 
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5.3. Ασκήσεις 

5.3.1. Το βάρος Χ των βρεφών που γεννήθηκαν το 2000 ακολουθεί την κανονική 

κατανομή Ν(3300,900). Σε τυχαίο δείγμα n=20 βρεφών το 2009 βρέθηκε ότι 

x =3380. Να ελεγχθεί η υπόθεση ότι το μέσο βάρος των βρεφών δεν αυξήθηκε 

κατά την περίοδο 2000-2009, σε στάθμη σημαντικότητας α=0.05. 

 

5.3.2. Ο αριθμός Χ των αμειβόμενων υπερωριών μιας επιχείρησης ακολουθεί 

κανονική κατανομή Ν(43,100). Η διοίκηση της επιχείρησης έδωσε εντολή να 

μειωθούν οι υπερωρίες. Σε τυχαίο δείγμα n=20 εργαζομένων βρέθηκε ότι ο μέσος 

όρος των υπερωριών είναι 32 ώρες. Να ελεγχθεί η υπόθεση ότι δεν μειώθηκε ο 

μέσος όρος των υπερωριών, σε στάθμη σημαντικότητας α=0.01. 

 

5.3.3. Επιχείρηση σοκολατοποιΐας διαφημίζει ότι τα προϊόντα της έχουν μέση 

επικάλυψη σοκολάτας ίση με 10 γραμμάρια. Η επικάλυψη σοκολάτας Χ είναι 

γνωστό ότι ακολουθεί κανονική κατανομή με τυπική απόκλιση σ=1 γραμμάρια. 

Αν ο ιδιοκτήτης δέχεται να καταστραφεί η ημερήσια παραγωγή 1 στις 100 

περιπτώσεις, και ο ποιοτικός έλεγχος μια ημέρα σε n = 25 προϊόντα έδειξε ότι 

x =9.3 γραμμάρια, τότε θα αχρηστευτεί η ημερήσια παραγωγή; 

 

5.3.4. Έστω το μέσο βάρος κάποιων προϊόντων δεν διαφέρει από 700 γραμμάρια 

σε επίπεδο σημαντικότητας α = 0.05. Αν σε τυχαίο δείγμα n=18 προϊόντων 

υπολογίσαμε μέσο βάρος x = 692 γραμμάρια και τυπική απόκλιση s = 20 

γραμμάρια, και η κατανομή του βάρους μπορεί να υποτεθεί κανονική, τότε να 

ελεγχθεί η παραπάνω υπόθεση. 
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Κεφάλαιο 6 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

6.1. Δίνονται τα παρακάτω δεδομένα που παριστάνουν το πλήθος των 

χρωστούμενων μαθημάτων από μια ομάδα 25 φοιτητών του τμήματος : 

1, 0, 0, 4, 5, 10, 7, 6, 2, 2, 3, 3, 4, 1, 0, 0, 1, 2, 2, 3, 3, 1, 1, 0, 0. 

α) Ποιο είναι το ποσοστό των φοιτητών που χρωστούν δύο μαθήματα; 

β) Βρείτε τη διάμεσο, το πρώτο και τρίτο τεταρτημόριο των παραπάνω 

παρατηρήσεων.  

γ) Σχεδιάστε το θηκόγραμμα των παραπάνω παρατηρήσεων. 

δ) Υπολογίστε το μέσο πλήθος των χρωστούμενων μαθημάτων και την τυπική 

απόκλιση αυτού.  

 

6.2. Μια έρευνα έδειξε ότι το 35% των νέων αγοραστών αυτοκινήτων είναι 

γυναίκες. Επιλέγουμε τυχαία 5 νέους αγοραστές αυτοκινήτων. Να βρεθεί: 

α) η πιθανότητα και οι 5 αγοραστές να είναι γυναίκες. 

β) η πιθανότητα ακριβώς 3 από τους 5 αγοραστές να είναι γυναίκες 

γ) το πολύ 2 αγοραστές να είναι γυναίκες 

δ) η μέση τιμή και η διακύμανση του αριθμού των γυναικών που θα μπορούσαν 

να εκλεγούν. 

 

6.3. Ένα εργοστάσιο παράγει μπαταρίες συγκεκριμένου τύπου για χρήση σε 

συσκευές κινητής τηλεφωνίας τις οποίες συσκευάζει σε πακέτα των 120. 

Σύμφωνα με στοιχεία του εργοστασίου ο χρόνος ζωής μιας μπαταρίας του τύπου 

αυτού μπορεί να θεωρηθεί ότι ακολουθεί την κανονική κατανομή με μέση τιμή 

μ=40 ώρες και τυπική απόκλιση σ=5 ώρες. Ακόμη σύμφωνα με τις προδιαγραφές 

που έχει θέσει η Ευρωπαϊκή Ένωση αν μία μπαταρία του συγκεκριμένου τύπου 

έχει χρόνο ζωής μικρότερο από 30 ώρες θεωρείται ελαττωματική. Με βάση τα 

στοιχεία αυτά: 

α) Αν επιλεγεί τυχαία ένα πακέτο μπαταριών να υπολογισθεί ο αριθμός των 

μπαταριών των οποίων ο χρόνος ζωής θα ξεπερνά τις 45 ώρες καθώς και ο 

αριθμός των μπαταριών των οποίων ο χρόνος ζωής θα είναι μεταξύ 30 και 50 

ώρες. 

β) Αν επιλεγεί τυχαία ένα πακέτο μπαταριών να υπολογισθεί ο αριθμός των 

ελαττωματικών μπαταριών που περιέχει. 

γ) Αν επιλεγούν τυχαία 4 μπαταρίες από ένα τυχαία επιλεγμένο πακέτο να 

υπολογισθεί η πιθανότητα δύο τουλάχιστον να είναι ελαττωματικές; 

 

6.4. Ο χρόνος εκτύπωσης των αρχείων που αποστέλλονται από τους υπαλλήλους 

μιας εταιρείας στον κεντρικό εκτυπωτή ακολουθεί κανονική κατανομή με μέση 

τιμή 2 min και διακύμανση 6,25 min2. 

α) Να υπολογισθεί η πιθανότητα το επόμενο αρχείο που θα σταλεί για 

εκτύπωση να χρειαστεί χρόνο: 

i) Μεγαλύτερο από 2,3 λεπτά. 

ii) Μεταξύ 1,35 και 3 λεπτών. 
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β) Να υπολογισθεί η πιθανότητα μεταξύ 3 αρχείων που στέλνονται ανεξάρτητα 

για εκτύπωση το ένα ακριβώς να εκτυπωθεί σε χρόνο μικρότερο του 1,5 min. 

 

6.5. Υποθέτουμε ότι ένα περιφερειακό κέντρο υπολογιστών θέλει να υπολογίσει 

την απόδοση της μνήμης του συστήματος με βάση τον μέσο χρόνο μεταξύ 

αποτυχιών εκτέλεσης μιας λειτουργίας του δίσκου της μνήμης. Για να 

υπολογίσει αυτήν την τιμή, το κέντρο ανέγραψε το χρόνο αποτυχιών για ένα 

τυχαίο δείγμα 45 αποτυχιών. Αν η δειγματική μέση τιμή είναι 1762 ώρες και η 

τυπική απόκλιση 215 ώρες: 

α) να εκτιμήσετε την πραγματική μέση τιμή του χρόνου μεταξύ αποτυχιών με 

ένα 90% διάστημα εμπιστοσύνης. 

β) Εάν ο δίσκος μνήμης του συστήματος τρέχει σωστά, η πραγματική μέση τιμή 

ξεπερνά τις 1700 ώρες. Βάση του διαστήματος εμπιστοσύνης που εκτιμήσατε στο 

ερώτημα α, το μπορείτε να συμπεράνετε για το δίσκο μνήμης. 

 

6.6. Το IQ ενός ενήλικα μετρημένο σύμφωνα με ορισμένο τεστ ακολουθεί την 

κανονική κατανομή με μέση τιμή 100 και διασπορά 48,36. Ποια είναι η 

πιθανότητα ένας ενήλικας να έχει IQ πάνω από 107?  

 

6.7. Σοκολατοποιία διαφημίζει ότι ορισμένο προϊόν της έχει μέση επικάλυψη 

σοκολάτας ίση με 10gr. Σε τυχαίο δείγμα 16 προϊόντων μετρήσαμε την 

επικάλυψη Χ και πήραμε τα ακόλουθα αποτελέσματα: 

8.4, 8.5, 8.5, 8.7, 8.7, 8.8, 8.9, 9.0, 9.0, 9.2, 9.4, 9.5, 9.8, 9.9, 10.0, 10.5 

Να βρεθεί το διάστημα εμπιστοσύνης με πιθανότητα 99% για τη μέση 

επικάλυψη σοκολάτας, αν η Χ ακολουθεί κανονική κατανομή.  

 

6.8. Ο σύλλογος καταναλωτών για να εξακριβώσει αν τα κουτιά των 100 

γραμμαρίων καφέ περιέχουν πραγματικά 100 γραμμάρια , πήρε 37 κουτιά καφέ 

τυχαία και βρήκε μέσο περιεχόμενο σε καφέ 96 γραμμάρια με  τυπική απόκλιση 

1,8 γραμμάρια. Να ελεγχθεί η υπόθεση ότι τα κουτιά των 100 γραμμαρίων είναι 

ελλιποβαρή, σε στάθμη σημαντικότητας α=0,05. 

 

6.9. Ο αριθμός Χ των υπερωριών των εργαζομένων μιας τράπεζας ακολουθεί 

κανονική κατανομή με μέση τιμή 18 και διασπορά 4. Σε ένα τυχαίο δείγμα από 35 

εργαζόμενους βρέθηκε ότι ο μέσος όρος των υπερωριών που έκαναν είναι 20 

ώρες. Να ελεγχθεί η υπόθεση ότι δεν αυξήθηκε ο μέσος όρος ωρών των 

υπερωριών, σε στάθμη σημαντικότητας α=0.01. 
 

6.10. Ρωτήθηκαν 10 φοιτητές μιας σχολής που είναι στο πτυχίο για τον 

αριθμό Χ των μαθημάτων που χρωστάνε και έστω ότι οι απαντήσεις τους 

είναι οι εξής: 

6,  2,  1,  9,  7,  3,  2,  1,  5,  1,  4,  6. 

α) Να υπολογίσετε την δειγματική μέση τιμή και τυπική απόκλιση.  

β) Αν γνωρίζετε ότι η μεταβλητή Χ ακολουθεί κανονική κατανομή, να 

υπολογίστε το 90% διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή του 

δείγματος. 
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ΤΥΠΟΛΟΓΙΑ 

 

 
Πίνακας 1. Αθροιστικές πιθανότητες  

της τυπικής κανονικής κατανομής 
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